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Álgebra Linear (LENO, MEMec) 1oSemestre 2019/2020

Matrizes e sistemas de equações lineares

1) Considere as matrizes reais A e b:

A =

[
1 −1 1
9 −9 α2

]
b =

[
0

α− 3

]
.

a) Determine a caracteŕıstica da matriz A e da matriz aumentada [A |b] em
função do parâmetro α ∈ R.

b) Use os resultados da aĺınea anterior para discutir (em função de α) os
sistemas Ax = b, indicando em cada caso a solução geral.

2) Considere as matrizes reais A e b:

A =

[
−1 1 −1
4 −4 β2

]
b =

[
β − 2

0

]
.

a) Determine a caracteŕıstica da matriz A e da matriz aumentada [A |b] em
função do parâmetro β ∈ R.

b) Use os resultados da aĺınea anterior para discutir (em função de β) os
sistemas Ax = b, indicando em cada caso a solução geral.

3) Faça a discussão do sistema homogéneo Aαx = 0 em termos do parâmetro
α, onde

Aα =


0 1 1 1
1 1 −1 1
4 4 −α2 α2

2 2 −2 α

 .

Resolução: Aplique-se o método de eliminação de Gauss à matriz dos coeficientes
do sistema:

0 1 1 1
1 1 −1 1
4 4 −α2 α2

2 2 −2 α

 −→
L1↔ L2


1 1 −1 1
0 1 1 1
4 4 −α2 α2

2 2 −2 α

 −→
L3− 4L1


1 1 −1 1
0 1 1 1
0 0 4− α2 α2 − 4
2 2 −2 α



−→
L4− 2L1


1 1 −1 1
0 1 1 1
0 0 4− α2 α2 − 4
0 0 0 α− 2

 .
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Note que a caracteŕıstica de Aα é :

car(Aα) =


2 se α = 2
3 se α = −2
4 se α 6= ±2

Logo, para α 6= ±2 o sistema tem exclusivamente a solução nula.

O sistema dado é equivalente ao sistema:
x + y − z + w = 0

y + z + w = 0
(4− α2)z + (α2 − 4)w = 0

(α− 2)w = 0.

(1)

Quando α = 2 o sistema (1) reduz-se às duas primeiras equações. Resolvendo a
segunda equação obtemos y = −z −w e substituindo na primeira equação vem
x = 2z. Logo a solução geral do sistema (para α = 2) é:

{(x, y, z, w) : y = −z − w ∧ x = 2z ∧ z ∈ R ∧ w ∈ R} =

= {(2z,−z − w, z, w) : z, w ∈ R}

Quando α = −2 o sistema reduz-se a


x + y − z + w = 0

y + z + w = 0
−4w = 0.

Logo, da última equação vem w = 0, que substituido nas duas primeiras equações
dá y = −z e x = 2z. A solução geral do sistema (para α = −2) é:

{(x, y, z, w) : y = −z ∧ x = 2z ∧ z ∈ R} = {(2z,−z, z, 0) : z ∈ R} .

Concluindo:

O sistema é sempre posśıvel pois é um sistema homogéneo.

Se α 6= 2 e α 6= −2 o sistema é determinado com solução única (0, 0, 0, 0).
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Se α = 2 o sistema é indeterminado com grau de indeterminação 2 e solução
geral:

{(2z,−z − w, z, w) : z, w ∈ R} .

Se α = −2 o sistema é indeterminado com grau de indeterminação 1 e solução
geral:

{(2z,−z, z, 0) : z ∈ R} .

4) Considere a seguinte matriz dependente do parâmetro real α

Aα =

 1 1 −2 2
−α −α 0 α2

0 0 2α2 α

 .
Suponha ainda que Aα é a matriz aumentada de um sistema de equações
lineares.

Complete, indicando todos os valores posśıveis, de modo a obter afirmações
verdadeiras.

• car(Aα) = 3 para −−−−−−−−−−−−−−−−− (Solução: α 6= 0 ∧ α 6= −1)

• car(Aα) = 2 para −−−−−−−−−−−−−−−−− (Solução: α = −1)

• car(Aα) = 1 para −−−−−−−−−−−−−−−−− (Solução: α = 0)

• O sistema é imposśıvel para −−−−−−−−−−−−−−−−− (Solução: α 6= 0 ∧
α 6= −1)

• O sistema é posśıvel e indeterminado com grau de indeterminação 2
quando

α −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− (Solução: α = 0)

• O sistema é posśıvel e indeterminado com grau de indeterminação 1
quando

α −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−(Solução: α = −1) e a solução geral
é:

( Solução: {(−y + 1, y,−1
2
) : y ∈ R})

5) Sejam A e R matrizes tais que

R =

2 0 −1 1
0 −1 0 3
0 0 1 2

 e R = E21(−1)P23D1

(
1

2

)
A.

A afirmação correta é:
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A) A =

4 0 −2 2
0 0 1 2
2 1 0 4

.

B) A matriz R é a forma canónica de escada de linhas da matriz A.

C) A =

4 0 −2 2
0 0 1 2
2 −1 −1 4

.

D) Os sistemas Rx = 0 e Ax = 0 têm graus de indeterminação diferentes.

6) Sejam A, B e C matrizes 3 × 3 tais que A2 = 0 e as matrizes B e C são
invert́ıveis.

Considere as afirmações seguintes:

I. A caracteŕıstica da matriz B + C tem que ser 3

II. A+B pode ser uma matriz invert́ıvel.

III. A matriz ABC não pode ser a matriz identidade.

IV. A matriz A tem que ser a matriz nula.

A lista completa das afirmações correctas é:

A) II e IV B) II e III C) I, II e III D) III e IV

7) Determine a matriz A = [aij] i, j = 1, 2, 3, 4
anti-simétrica que satisfaz:

aij = i+ j − 2 se i < j

Solução:
0 1 2 3
−1 0 3 4
−2 −3 0 5
−3 −4 −5 0


8) Considere matrizes A,B,C e D tais que:

A é uma matriz 1× 3 B é uma matriz 3× 1

C é uma matriz 1× 3 D é uma matriz 3× 3

A afirmação correta é:
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A) O tipo da matriz (A+ C)A é 1× 3.

B) O traço da matriz A pode ser nulo.

C) (5CB)T = 5CTBT .

D) D(CBA+ C)T é 3× 1.

9) Considere as matrizes A =

[
0 −1
1 0

]
, B =

[
1 0
2 1

]
e b =

[
5
1

]
.

A solução do sistema ABx = b é:

A) (1, 7) B) (1,−7) C) (7, 1) D) (−1, 7)

10) Complete a matriz

A =

−1 2 . . .
0 1 . . .
1 . . . . . .


de forma a que car(A) = 2 e a que (−1,−1, 1) seja uma solução do sistema
Ax = 0.

Resolução:

De acordo com o enunciado,

A

−1
−1
1

 =

0
0
0

 .

Assim, a entrada a13 satisfaz

−1(−1) + 2(−1) + a13 = 0 ,

donde a13 = 1. Analogamente,

−1 + a23 = 0

e tem-se a23 = 1. Para que A tenha caracteŕıstica igual a 2, basta fazer com
que a linha 3 seja simétrica da linha 1 (e ter-se-á necessariamente Ax = 0).
Finalmente,

A =

−1 2 1
0 1 1
1 −2 −1

 .
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11) Seja A a matriz  0 −1 0
0 1 −1
−1 1 1

 .

a) Determine a matriz inversa A−1 usando o método de eliminação de
Gauss–Jordan.

b) Calcule
(

1
2
A
)−1

e
(
− AT

)−2
.

12) Seja A uma matriz de ordem 3 tal que A3 = −I e seja b uma matriz coluna
de tipo 3× 1.

Complete de modo a obter afirmações verdadeiras:

a) A−1 = ..........

b) x = ............... é solução do sistema A2x = b

c) car(A)....... car (A2)

Resolução:

a) De A3 = −I, resulta que
−A2A = I

e, portanto, A−1 = −A2.

b) A aĺınea anterior mostra que x = (A−1)2b = A4b é solução do sistema
A2x = b.

c) As matrizes A e A2 são ambas invert́ıveis e, portanto, com caracteŕıstica
igual a 3:

car(A) = car
(
A2
)

13) Seja A uma matriz tal que

A−1 =

1 0 3
4 5 0
0 1 0


e seja

b =

1
0
1

 .

Considere as afirmações seguintes:
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I) O sistema Ax = b é posśıvel e indeterminado

II) O sistema Ax = b tem como única solução x =
[
4 4 0

]T
III) A caracteŕıstica da matriz aumentada [A|b] é igual a 4

IV) Se y é solução do sistema Ax = b e se x0 é solução do sistema homo-
géneo Ax = 0, então x0 + y é solução do sistema Ax = b

A lista completa de afirmações correctas é:

A) I e IV B) I e II e IV C) II e III D) II e IV

Solução: D)

14) Seja a matriz

A =


0 1 3 4
0 0 2 1
α 0 0 2
0 0 0 α

 .

Seleccione a afirmação verdadeira:

A) A é invert́ıvel para qualquer α

B) AT não é invert́ıvel qualquer que seja α

C) Existe pelo menos um valor de α para o qual o sistema Ax = 0 tem grau
de indeterminação igual a 1

D) Existe pelo menos um valor de α para o qual a caracteŕıstica de A é
igual a 1

Solução: C)

15) Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Considere as afirmações seguintes:

I) Se se supuser que A2 = A, pode ser que a forma reduzida de escada de
linhas de A não seja a matriz identidade

II) Se A é invert́ıvel, então A não tem zeros na diagonal

III) Se A não é invert́ıvel, então A tem duas linhas iguais

IV) Se AT é invert́ıvel, então A não pode ter duas linhas iguais

A lista completa de afirmações correctas é:

A) I e IV B) I e II e IV C) II e III D) I e III

Solução: A)
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16) Sejam A uma matriz 3× 4 e E a matriz seguinte:

E =

1 0 −5
0 1 0
0 0 1


Seleccione a afirmação verdadeira:

A) A matriz EA é a matriz que se obtém de A trocando a 1a linha com a
3a linha

B) A matriz EA é a matriz que se obtém de A substituindo a 1a linha pela
soma da 1a linha com a 3a linha multiplicada por −5

C) A matriz EA é a matriz que se obtém de A substituindo a 1a linha pela
soma da 1a linha com a 3a linha multiplicada por 5

D) A matriz EA é a matriz que se obtém de A substituindo a 3a linha pela
soma da 3a linha com a 1a linha multiplicada por −5

17) Seja A a matriz

A =

−1 0 0
1 1 a
1 a2 a

 ,

onde o parâmetro a designa um número real e seja b uma matriz coluna de
tipo 3× 1.

Considere as afirmações seguintes.

I) O sistema Ax = b é sempre imposśıvel para a = 1

II) Uma solução do sistema Ax = 0 é (0, 2,−2), para a = −1

III) A caracteŕıstica da matriz A é 3 para a ≤ −2

IV) A caracteŕıstica da matriz A é inferior a 3 para um número finito de
valores de a

A lista completa das afirmações correctas é:

A) I e II e III B) II e III C) I e II e IV D) III e IV

18) Seja A uma matriz de tipo n× n invert́ıvel.

Considere as afirmações seguintes.

I) A matriz A não tem entradas nulas
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II) O sistema A−1x = 0 é posśıvel e determinado

III) A forma reduzida de escada de linhas de A é a matriz identidade de
ordem n

IV) car(A) = n

A lista completa das afirmações correctas é:

A) II e III B) I e II C) II e III e IV D) III e IV

19) Seja A uma matriz de ordem 3 tal que A3 = I e seja b uma matriz coluna
de tipo 3× 1.

Complete de modo a obter afirmações verdadeiras:

a) A−1 = ..........

b) O sistema Ax = −b é posśıvel e .......

c) x = ............... é solução do sistema Ax = b

d) car(A)....... car
(
[A|b]

)
20) Escreva a matriz A = [aij]i,j=1,··· ,5 definida por:

(a) aij =


1 se i = j
−1 se i = j + 1
0 caso contrário

21) Escreva a matriz A = [aij]i,j=1,··· ,4 definida por:

aij =

{
−aji para todo i, j
j para j > i

22) Escreva a matriz A = [aik]i,k=1,··· ,4 definida por:

aik = k2

23) Para cada uma das aĺıneas abaixo, dê exemplos, sempre que posśıvel, de
matrizes quadradas A e B não nulas que verifiquem as condições indicadas.
Caso não seja posśıvel, justifique porquê.

a) AB = BA.

b) AB 6= BA.
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c) ATBT = (AB)T .

d) (AB)T = BAT e A 6= AT .

e) (A+B)2 = A2 +B2 + 2AB.

f) (A+B)2 6= A2 +B2 + 2AB.

24) Para cada uma das aĺıneas abaixo, dê exemplos, sempre que posśıvel, de
matrizes quadradas A e B que verifiquem as condições indicadas. Caso não
seja posśıvel, justifique porquê.

a) AB = BA 6= 0.

b) AB = 0 e BA 6= 0.

c) AB = 0 e A 6= 0 e B 6= 0.

d) tr(AB) = 0 e tr(BTAT ) 6= 0.

25) Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n tais que AB = B e BA = A.
Mostre que A2 = A e que B2 = B. Apresente exemplos de matrizes A e B
que satisfaçam as condições anteriores.

26) Em cada uma das aĺıneas, construa uma matriz aumentada para um sistema
de equações lineares cuja solução geral seja o conjunto indicado:

a) {(6, 2, 10)}.
b) {(t, t, 5) : t ∈ R}.
c) {(2y + z, y, z) : y, z ∈ R}.
d) {(x, 2x, 4x) : x ∈ R}

27) Em cada uma das aĺıneas, construa, sempre que posśıvel, um sistema de
equações lineares homogéneo cuja solução geral seja o conjunto indicado:

a) {(1, 2, 3)}.
b) {(1, t, 3) : t ∈ R}.
c) {(2y + 1, y, z) : y, z ∈ R}.
d) {(x,−x,−2x) : x ∈ R}
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Álgebra Linear (LENO, MEMec) 1oSemestre 2019/2020

Determinantes

28) Considere a matriz

A =

 0 2 1
2 −1 −1
2 0 2

 .

a) Calcule detA.

b) Determine a matriz dos cofatores de A, e use-a para determinar A−1.

c) Calcule det((3AT )−1A3) e det(2ATA)−1.

29) Considere a matriz

A =

 3 2 2
0 −1 −1
−1 0 2

 .

a) Calcule detA.

b) Determine a matriz dos cofatores de A, e use-a para determinar A−1.

c) Calcule det(−2(A)−1(−A)2).

30) Considere a matriz

A =

 −2 2 1
0 3 2
2 2 2

 .

a) Calcule detA.

b) Determine a matriz dos cofatores de A, e use-a para determinar A−1.

c) Calcule det((A)−2(−3A)2).

31) Considere a matriz

A =

 3 2 2
0 2 2
2 −1 0

 .

a) Calcule detA.

b) Determine a matriz dos cofatores de A, e use-a para determinar A−1.

c) Calcule det(−2AATA−3).
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32) Considere a matriz

A =

 −1 1 2
3 1 1
1 3 1

 .

a) Calcule detA.

b) Determine a matriz dos cofatores de A, e use-a para determinar A−1.

c) Calcule det((2A)−1(A3)T ).

33) Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Considere as afirmações seguintes:

I) Se A2 = A então detA = 0 ou detA = 1

II) Se detA 6= 0 então A não tem zeros na diagonal

III) Se detA = 0 então A tem duas linhas iguais

IV) Se detAT 6= 0 , então A não tem duas linhas iguais

A lista completa de afirmações correctas é:

A) I e IV B) I e II e IV C) II e III D) I e III

Solução: A)

34) Considere as matrizes

A =

a a2 0
3 a2 0
0 5 a

 B =

 2 0 0
−3 −1 0
0 0 2

 ,
onde a é um número real. Responda às perguntas seguintes sem calcular a
matriz inversa de A.

a) Determine os valores de a para os quais a matriz A é invert́ıvel.

b) Nos casos em que A é invert́ıvel, calcule a entrada (23) da matriz A−1.

c) Para a = −1, determine a solução geral e o grau de indeterminação do
sistema

(A+B)x =

0
1
0

 .
Solução
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a) detA 6= 0 para a 6= 0 e a 6= 3.

b) A entrada (23) da matriz A−1 = [bij] é

b23 = (a3(a− 3))−1C32 = (a3(a− 3))−1 det

[
a 0
3 0

]
= 0

c)

A+B =

1 1 0
0 0 0
0 5 1

 .
Sistema imposśıvel.

35) Considere a matriz A =


−2 −3 9 1
−2 5 13 3
0 0 1 0
−4 −1 −4 0

 e as matrizes elementares

E23(−1) e E34(−5) . Considere a seguinte lista de afirmações em relação ao
produto B = E23(−1)AE34(−5) :

I. A matriz B é invert́ıvel.

II. det(B) = 52 .

III. det(1
2
B)−1 = −2

3
.

IV. B−1 = E23(1)A−1E34(5) .

Indique a lista completa das afirmações corretas.

A) I e II B) I e II e IV C) III e IV D) II e IV

Solução: A)

36) Seja A a matriz 
1 0 1 1
3 −1 3 −1
−1 0 1 0
2 0 −2 1

 .

Calcule os determinantes seguintes:

a) detA;

b) det(E23(−2)D2(3)P12A).
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37) Seja A a matriz 
1 3 −1 2
0 −1 0 0
1 3 1 −2
1 −1 0 1

 .

Calcule os determinantes seguintes:

a) detA;

b) det(E32(−2)D3(2)P34A).

38) Seja A uma matriz 4× 4 tal que |A| = −2.

Considere as afirmações seguintes:

I) |2A| = −32;

II) |(−A)3| = −8;

III) |AAT | = −4;

IV) |(−A)−2| = 1/4.

A lista completa das afirmações correctas é

A) I, III e IV B) I, II e IV C) II, III e IV D) I e IV

Solução: B)

39) Seja A uma matriz 4× 4 tal que |A| = −2.

Considere as afirmações seguintes:

I) | − AT | = −2;

II) |2A| = 32;

III) |A−3| = 1/8;

IV) |A3| = −8.

A lista completa das afirmações correctas é

A) I e IV B) I, III e IV C) II, III e IV D) I, II e III

Solução: A)

40) Seja A uma matriz 4× 4 tal que |A| = −2.

Considere as afirmações seguintes:
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I) As entradas da diagonal da matriz A podem ser todas nulas

II) |(2A)−1| = −1/32

III) |(2A)−1| = −1/4

IV) |(−AT )2| = 4

A lista completa das afirmações corretas é:

A) I e III e IV B) I e II C) I e II e IV D) III e IV

Solução: C)

41) Seja A a matriz de ordem 3 tal que |A3| = −27.

Complete de modo a obter afirmações verdadeiras:

a) | − 2A| = ..........

b) Se B é a matriz que se obtém de A trocando a linha 2 com a linha 3,
então

|BA−1| = ...........

c) |(−AT )A2| = ............

d) Se C é a matriz que se obtém de A multiplicando a coluna 2 por −2,
então

|C| = ............

42) Seja A uma matriz 3 × 3 cujo determinante é det(A) = −3. Efetuou-se a
seguinte sequência de operações elementares:

A
L3+3L2−→ C

L1↔L2−→ D
4L3−→ E.

Indique a resposta correta.

A) detE = −4 detA.

B) det(2D)−1 = −1
6

.

C) detE = −192.

D) detC = − detE.

Solução: A)

43) A matriz A =

a b c
d e f
g h j

 tem determinante igual a det(A) = 3, e A−1 =

[bij]i,j=1,2,3. Complete de modo a obter afirmações verdadeiras
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a) det (2A(3A)−1) = −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−, já que

b) Designando por tr(A) o traço de A, tem-se det (tr(A)A) = −−−−−−−−−−,
visto que

c) A entrada b31 de A−1 é b31−−−−−−, visto que

d) Se C é uma matriz tal queAC = det(A)I, então det(C) = −−−−−−−−−−−−−,
uma vez que

44) Considere as matrizes

A =


−6 1 1 30
6 3 11 −4
6 3 12 20
6 3 12 12

 B = −1

2
A

A afirmação verdadeira é:

A) detA = 240 e detB = 15
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Álgebra Linear (LENO, MEMec) 1oSemestre 2019/2020

B) detA = 192 e detB = 12

C) detA = −240 e detB = 120

D) detA = 192 e detB = −81

Solução: B)

45) Considere as matrizes

A =


5 3 6 −4
−5 1 1 30
5 3 7 20
5 3 7 12


A afirmação verdadeira é:

A) detA = 128

B) detA = −160

C) detA = 160

D) detA = −128

Solução: B)

46) Sejam A e B duas matrizes 3× 3 tais que

det(2AB) = 24 e det
((
A−1B

)3
)

= 27 .

Se detA < 0, então

detA = −−−−−−−−−−−− Solução: −1 e detB = −−−−−−−−−−−− Solução: −3

47) Considere as matrizes

A =

1 −1 30
2 21 15
2 21 8

 B =

1 0 0
0 −2 0
0 0 1


Complete de modo a obter afirmações verdadeiras:

a) detA = −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
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b) det(−1
2
AB) = −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

c) A entrada-(32) da matriz A−1 é igual a −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

d) det (A−1)
T

= −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

48) Prove que uma matriz quadrada de ordem n é invert́ıvel se e só se o seu
determinante é diferente de zero.

19/26
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Valores próprios e vetores próprios

49) Considere a matriz

A =

1 0 0
0 2 1
2 0 3


Determine quais dos vectores seguintes são vectores próprios da matriz A e,
em caso afirmativo, indique o valor próprio correspondente.

a) (0, 2, 2) b) (0, 5, 0) c) (0, 0, 0) d) (−1,−1, 2) e) (−2,−2, 2)

50) Verifique se λ = 3 é um valor próprio da matriz 1 2 −3
0 3 4
−1 1 5


e, em caso afirmativo, determine um vector próprio associado.

51) Para cada uma das matrizes reais seguintes determine o polinómio carac-
teŕıstico, os valores próprios, indicando as suas multiplicidades algébrica e
geométrica, e bases para os espaços próprios correspondentes.

a)

[
−3 −8
0 1

]
b)

[
10 4
−9 −2

]
c)

4 −2 −2
0 1 0
1 0 1



d)

5 1 −7
0 1 1
1 0 0

 e)


0 0 3 0
2 0 2 0
0 0 −3 0
0 0 0 1


52) Considere a matriz complexa 4 1 + i 0

1− i 5 0
2 + 3i 5− 7i 1− 2i

 .

Determine o polinómio caracteŕıstico desta matriz, os valores próprios, indi-
cando as suas multiplicidades algébrica e geométrica, e bases para os espaços
próprios correspondentes.
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53) Para cada uma das matrizes complexas seguintes determine a equação ca-
racteŕıstica, os valores próprios, indicando as suas multiplicidades algébrica
e geométrica, e bases para os espaços próprios correspondentes.

(a)

[
2 1− i

1 + i 5i

]
(b)

5 0 0
0 −1 −1 + i
0 −1− i 0


54) Determine os valores próprios e bases para os espaços próprios de A31, em

que A é a seguinte matriz:

A =

 −1 1 −1
−2 2 −1
−2 1 0



55) Sem efectuar quaisquer cálculos determine um valor próprio de

3 3 3
3 3 3
3 3 3

 e

dois vectores próprios linearmente independentes.

56) Seja A uma matriz quadrada cuja soma de cada uma das suas linhas é cons-
tante igual a k. Mostre que k é um valor próprio de A. (Sugestão: determine
um vector próprio).

57) Suponha que v é um vector próprio de uma matriz invert́ıvel M . Mostre que
v também é um vector próprio de M−1 e determine o valor próprio de M−1

que lhe está associado.

58) Suponha que a matriz M tem um vector próprio v associado a um valor
próprio λ. Mostre que v é um vector próprio de M2 associado ao valor
próprio λ2.

59) Entre as matrizes dadas, determine quais são diagonalizáveis. Em caso
afirmativo, encontre uma matriz S diagonalizante e escreva explicitamente
S−1AS.

a)

[
−1 −6
0 1

]
b)

[
−3 −i
i −3

]
c)

1 0 0
0 2 0
0 0 3



d)

 −3 0 0
0 2 −1
0 1 2

 e)

 6 0 0
0 1 −1− i
0 1− i 0


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60) Para cada uma das matrizes A seguintes, determine uma matriz S diagona-
lizante de A, e calcule S−1AS.

(a) A =

[
3 1
1 3

]
(b) A =

[
6 2

√
3

2
√

3 7

]
(c) A =

 1 1 0
1 1 0
0 0 0


(d) A =

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

 (e) A =


3 1 0 0
1 3 0 0
0 0 6 −2
0 0 −2 3


61) Seja A a matriz quadrada de ordem 3 e que B é uma matriz tal que B =

S−1AS, onde S é uma matriz invert́ıvel. Suponha ainda que 0 ∈ σ(A) tem
multiplicidade algébrica 2 e que 1 ∈ σ(B) tem multiplicidade geométrica 1.
Complete de modo a obter afirmações verdadeiras:

a) O subespaço N(A) tem dimensão ...........

b) Um valor próprio de BA é ...........

c) O número de valores próprios de A é ...........

Alguma das matrizes A e B é diagonalizável?

62) Seja A uma matriz quadrada real de ordem n. Determine se são verdadeiras
ou falsas as afirmações seguintes. Justifique.

i) Se existe uma base de Rn formada por vectores próprios de A então A
é diagonalizável.

ii) Se 0 ∈ σ(A), então o polinómio caracteŕıstico de A pode ter grau n− 1.

iii) A é diagonalizável se tem n vectores próprios.

iv) A é diagonalizável se e só se tem n valores próprios contando as suas
multiplicidades.

v) Se A é diagonalizável então tem n valores próprios distintos.

vi) Se A tem n valores próprios distintos então é diagonalizável.

vii) Se A é invert́ıvel então é diagonalizável.

viii) Se n = 3 e A tem dois valores próprios tal que a dimensão de cada
espaço próprio é 1 então A é diagonalizável.

ix) Se n = 5 e A tem dois valores próprios para os quais a dimensão de um
espaço próprio é 3 e do outro é 2, então A é diagonalizável.
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Transformações lineares

63) Determine a matriz que representa cada uma das transformações lineares
seguintes relativamente às bases canónicas.

a) T (x1, x2) = (x1 − 3x2, x1 + 5x2)

b) T (x1, x2) = (x2, x1)

c) T (x1, x2, x3) = (x2 + 2x3 + x1,−x1 + 5x3, x2)

d) T (x1, x2, x3) = (4x3, 7x1,−8x1)

e) T (x1, x2, x3) = (x2,−x1, x1 + 3x2, x1 − x2)

f) T (x1, x2, x3, x4) = (7x3 + 2x4 − x1 + x2, x1 + x3,−x2)

64) Considere a base B = {v1,v2} de R2, onde v1 = (−2, 1) e v2 = (1, 3).
Seja T : R2 → R3 a transformação linear tal que T (v1) = (−1, 2, 0) e
T (v2) = (0,−3, 5). Calcule T (2,−3).

65) a) Mostre que uma transformação linear T : R3 → R3 transforma segmentos
de reta em segmentos de reta.

b) Seja T : R3 → R3 uma transformação linear definida por

(x, y, z) 7→ (x− y, y − x, x− 2z) ,

e considere o triângulo de vértices (1, 1, 1), (−1, 1.1) e (1, 0, 0). Determine
a imagem do triângulo através da transformação T .

66) Seja T : R2 → R2 a transformação linear definida por

T (x1, x2) = (x1 + 2x2, x1 − x2)

e seja B = (v1,v2) a base ordenada de R2 formada por v1 = (−1, 1) e
v2 = (1, 2).

a) Determine a matriz A = [T ]E2,E2 que representa T relativamente à base
canónica de R2.

b) Calcule a matriz B = [T ]B,B que representa T relativamente à base B no
espaço de partida e no espaço de chegada.

c) Relacione a matriz A com a matriz B através da matriz mudança de base.

d) Calcule a imagem do vector v = (3,−1) através da transformação T ,
usando a matriz A.
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e) Calcule a imagem do vector v = (3,−1) através da transformação T ,
usando a matriz B.

67) Seja P2 é o espaço dos polinómios de reais de grau menor ou igual a 2 e
seja W o subespaço de P2 formado pelos polinómios que se anulam em zero.
Considere uma transformação linear T : W → P2 tal que

T (t+ t2) = (1− t− t2) T (t− t2) = (3t+ 2t2).

Determine o núcleo e a imagem de T .

68) Seja T : R3 → R4 a transformação linear definida por:

T (x1, x2, x3) = (x1 − x2, 2x3,−3x3, 2x1 − 2x2)

a) Determine o núcleo e a imagem da transformação linear.

b) Indique um vector de R4 que não esteja na imagem da transformação.

c) Verifique o teorema das dimensões.

69) Considere a transformação linear T : R2 → R2 definida por:

[T ]E2,E2

[
x
y

]
=

[
−1 0
0 1

] [
x
y

]
a) Determine os espaços próprios da transformação T .

b) Determine os subespaços de R2 que são invariantes para T .

70) Para as seguintes transformações lineares de R3 em R3, determine as matrizes
que representam as transformações lineares T1◦T2 e T2◦T1 em relação à base
canónica.

a) T1 é a reflexão em relação ao plano xz e T2 é a rotação de π/2 no sentido
positivo relativamente ao semi-eixo positivo dos xx.

b) T1 é a rotação de um ângulo π/4 no sentido positivo em relação ao semi-
eixo positivo dos zz e T2 é a rotação de um ângulo π no sentido negativo
relativamente ao semi-eixo positivo dos xx.

71) Para cada uma das seguintes transformações lineares T = T2 ◦ T1 de R2

em R2, determine, sempre que seja posśıvel, os valores próprios e os espaços
próprios.

a) T1 é a projecção ortogonal no eixo dos yy e T2 é a reflexão relativa ao eixo
dos xx.
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b) T1 é a rotação em torno da origem de ângulo de π/2 radianos no sentido
dos ponteiros do relógio e T2 é a rotação em torno da origem de um ângulo
de π/4 radianos no sentido contrário ao dos ponteiros do relógio.

c) T1 é a reflexão relativamente ao eixo dos yy e T2 é a reflexão relativamente
ao eixo dos xx.

72) Quais das seguintes transformações lineares T são isomorfismos?

a) A projecção ortogonal de (x, y) ∈ R2 no eixo dos yy.

b) A reflexão de (x, y) ∈ R2 relativamente à recta x = −y.

c) A projecção ortogonal de (x, y, z) ∈ R3 sobre o plano-yz.

d) A reflexão de (x, y, z) ∈ R3 relativamente ao plano-xz.

e) A rotação de (x, y, z) ∈ R3 no sentido positivo por um ângulo de π radi-
anos relativamente ao semi-eixo positivo dos zz.

73) Em relação ao problema 72), considere as questões seguintes.

a) Qual é a transformação linear inversa de cada um dos isomorfismos?

b) Determine o núcleo e a imagem de cada uma das transformações.

c) Verifique se se tem T ◦ T = T 2 = T em algum caso.

74) Sejam T1 : R2 → R2 e T2 : R2 → R2 tais que

T1(x, y) = (x+ y, x− y) T2(x, y) = (2x+ y, x− 2y) .

Mostre que a transformação linear T1 ◦ T2 é invert́ıvel, e determine a matriz
que a representa.

75) Considere o espaço linear P3 dos polinómios reais de grau menor ou igual a
3 e a transformação linear T : P3 → P3 definida por

p(t) 7→ 2p′(t)− p(t)

onde p′ designa a derivada de p.

a) Determine a matriz que representa a transformação linear T em relação
à base canónica P3 do espaço P3. A transformação linear T é invert́ıvel?

b) Determine o polinómio p(t) ∈ P3 tal que Tp(t) = (t− 1)2, t ∈ R.
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76) No espaço vectorial M2×2(C) das matrizes complexas 2 × 2, considere as
transformações lineares

T1 : M2×2(C)→M2×2(C) T2 : M2×2(C)→M2×2(C)

definidas por

T1(A) =
A+ ĀT

2
T2(A) =

A− ĀT

2
.

a) Determine as matrizes que representam T1 e T2, respectivamente, relati-
vamente à base canónica de M2×2(C) no espaço de partida e de chegada.

b) Calcule T1

([
1 2
3 4

])
e T2

([
1 2
3 4

])
.

c) Determine os valores próprios e os espaços próprios das transformações
lineares T1 e T2.

77) Seja T : Rn → Rn uma transformação linear. Determine se são verdadeiras
ou falsas as afirmações seguintes. Justifique.

i) Se existe uma base de Rn formada por vetores próprios de T , então T é
sobrejetiva.

ii) Se o núcleo de T tem dimensão 1, então a imagem de T tem dimensão
n− 1.

iii) Se T é sobrejetiva, então

T (x) = 0⇒ x = 0.

iv) T é invert́ıvel se tem n valores próprios distintos.

v) Se T é invert́ıvel, então tem n valores próprios distintos.

vi) Se n = 2 e T tem dois valores próprios positivos tal que a dimensão de
cada espaço próprio é 1 então T é invert́ıvel.

vii) Se n = 5 e T tem dois valores próprios negativos para os quais a dimensão
de um espaço próprio é 3 e do outro é 2, então T é injetiva.

viii) Se n = 5 e T tem dois valores próprios negativos para os quais a dimensão
de um espaço próprio é 3 e do outro é 2, então T é sobrejetiva.

ix) Se n = 7 e T tem dois valores próprios negativos para os quais a dimensão
de um espaço próprio é 3 e do outro é 3, então T é injetiva.
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