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Matrizes e sistemas de equacoes lineares

1) Considere as matrizes reais A e b:

1 -1 1 0
a=ly T velaly)
a) Determine a caracteristica da matriz A e da matriz aumentada [A | b] em
funcao do parametro o € R.

b) Use os resultados da alinea anterior para discutir (em funcao de «) os
sistemas Ax = b, indicando em cada caso a solucao geral.

2) Considere as matrizes reais A e b:
-1 1 -1 =2
S EE L |

a) Determine a caracteristica da matriz A e da matriz aumentada [A | b] em
funcao do parametro g € R.

b) Use os resultados da alinea anterior para discutir (em funcdo de ) os
sistemas Ax = b, indicando em cada caso a solucao geral.

3) Faga a discussao do sistema homogéneo A,x = 0 em termos do parametro

a, onde
01 1 1
11 -1 1
Ao = 4 4 —ao? o?
2 2 -2 «

Resolucao: Aplique-se o método de eliminacdo de Gauss a matriz dos coeficientes

do sistema:
01 1 1 1 1 -1 1 1 1 —1 1
1 1 -1 1 — 01 1 1 — 0 1 1 1
44— 2| PPy g e 2| B g 0 4o ar g
2 2 -2 « 2 2 -2 « 2 2 -2 o
1 1 —1 1
— 0 1 1 1
L4 =211 00 4—a? a?2-14
0 0 0 a—2
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Note que a caracteristica de A, é :

2 se o =2
car(A,) =< 3 se a=-2
4 se «aF# £2

Logo, para o # £2 o sistema tem exclusivamente a solucdo nula.

O sistema dado é equivalente ao sistema:

r + y — z + w = 0
y + z + w = 0 (1)

4-—abz + (@*—4w= 0

(a—2w= 0

Quando o = 2 o sistema (1) reduz-se as duas primeiras equagdes. Resolvendo a
segunda equac¢do obtemos y = —z — w e substituindo na primeira equagao vem
x = 2z. Logo a solugdo geral do sistema (para a = 2) é:

{(z,y,z,w): y=—2—wAhzx=22NzeERANweR} =
={(2z,—z —w,z,w) : z,w € R}

Quando v = —2 o sistema reduz-se a

Logo, da ultima equagdo vem w = 0, que substituido nas duas primeiras equacoes
dd y = —z e x = 2z. A solugdo geral do sistema (para o = —2) é:

{(z,y,z,w): y=—2Nx=22Nz€ R} ={(22,—2,2,0): z € R}.

Concluindo:
O sistema é sempre possivel pois é um sistema homogéneo.

Se o # 2 e @ # —2 o sistema é determinado com solugdo tnica (0,0, 0,0).
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Se a = 2 o sistema € indeterminado com grau de indeterminacao 2 e solucao
geral:
{2z, —z —w, z,w) : z,w € R}.

Se a = —2 o sistema é indeterminado com grau de indeterminagdo 1 e solugdo
geral:

{(22,—2,2,0) : z € R}.

4)

Considere a seguinte matriz dependente do parametro real «

1 1 -2 2
A, =|—-a —a 0 o?
0 0 2% «

Suponha ainda que A, é a matriz aumentada de um sistema de equagoes
lineares.

Complete, indicando todos os valores possiveis, de modo a obter afirmacoes
verdadeiras.

o car(A,) =3para _________________ (Solugao: o # 0 A« # —1)

o car(A,)=2vpara - __ (Solugao: a = —1)

o car(A,)=1para _________ (Solucao: o =0)

e O sistema é impossivel para _ (Solugao: a # 0 A
a# —1)

e O sistema ¢ possivel e indeterminado com grau de indeterminacao 2
quando
o (Solugao: a = 0)

e O sistema ¢é possivel e indeterminado com grau de indeterminacao 1
quando
o (Solugdo: o = —1) e a solucdo geral
é:

(Solugao: {(~y + 1., ~1) :y € R})

5)

Sejam A e R matrizes tais que
2 0 -1 1 1
R=1({0 -1 0 3 [§ R = Egl(—]_>P23D1 (5) A.
0 0 1 2

A afirmacao correta é:
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40 —2 2
A)A=100 1 2.
2 1 0 4

B) A matriz R é a forma candnica de escada de linhas da matriz A.

4 0 -2 2
C)A=10 0 1 2|
2 1 —1 4

D) Os sistemas Rx = 0 e Ax = 0 tém graus de indeterminagao diferentes.

6) Sejam A, B e C matrizes 3 x 3 tais que A?> = 0 e as matrizes B e C sao
invertiveis.

Considere as afirmagoes seguintes:

I. A caracteristica da matriz B + C tem que ser 3
I1. A+ B pode ser uma matriz invertivel.
ITI. A matriz ABC nao pode ser a matriz identidade.

IV. A matriz A tem que ser a matriz nula.
A lista completa das afirmagoes correctas é:

A) Il elV B) II e I1I C) 1,1 elll D) III e IV

7) Determine a matriz A = [a;;] ij=12734 anti-simétrica que satisfaz:

aZJ:Z+j—2 se ’L<]

Solucao:
o 1 2 3
-1 0 3 4
-2 -3 0 5
-3 —4 =50

8) Considere matrizes A, B,C e D tais que:

A é uma matriz 1 x 3 B é uma matriz 3 x 1

C é uma matriz 1 x 3 D é uma matriz 3 x 3

A afirmacao correta é:
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A) O tipo da matriz (A+ C)A é 1 x 3.
B) O trago da matriz A pode ser nulo.
C) (6CB)T =5CTBT.
D) D(CBA+C)T ¢3 x 1.

. . 0 -1 10 5
9) Considere as matrizes A = [1 0 }, B = {2 J eb= [1]
A solugao do sistema ABx = b é:
10) Complete a matriz
-1 2
A=10 1
1

de forma a que car(A) = 2 e a que (—1,—1, 1) seja uma solugao do sistema
Ax = 0.

Resolucao:

De acordo com o enunciado,

Assim, a entrada a3 satisfaz
—1(-1)+2(-1)+a13=0,
donde a3 = 1. Analogamente,
—1+a53 =0

e tem-se as3 = 1. Para que A tenha caracteristica igual a 2, basta fazer com
que a linha 3 seja simétrica da linha 1 (e ter-se-& necessariamente Ax = 0).
Finalmente,
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11) Seja A a matriz

a) Determine a matriz inversa A~! usando o método de eliminagao de
Gauss—Jordan.

b) Calcule (%A)_1 e (— AT)_Q.

12) Seja A uma matriz de ordem 3 tal que A*> = —I e seja b uma matriz coluna
de tipo 3 x 1.
Complete de modo a obter afirmagoes verdadeiras:
a) A7l = ...
b) X =i, é solugao do sistema A?x = b

Resolucao:
a) De A% = —1I, resulta que
—A2A=1
e, portanto, A=t = — A2

b) A alinea anterior mostra que x = (A7!)?b = A'b ¢ solugao do sistema

A’x =b.
c) As matrizes A e A% sdo ambas invertiveis e, portanto, com caracterfstica
igual a 3:

car(A) = car (A4%)

13) Seja A uma matriz tal que

1 0 3
A7t=145 0
010
e seja
1
b= 1|0
1

Considere as afirmagoes seguintes:
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I
IT

) O sistema Ax = b é possivel e indeterminado
)

IIT) A caracteristica da matriz aumentada [A|b] é igual a 4
)

O
O

sistema Ax = b tem como tnica solucao x = [4 4 O}T

IV) Se y é solucao do sistema Ax = b e se x( ¢é solugao do sistema homo-
géneo Ax = 0, entao xg + y € solucao do sistema Ax = b

A lista completa de afirmacoes correctas é:

A)TelV B)lellelV C) Il elll D)IlelV

Solugéo: D)

14) Seja a matriz

o0 oo
o O o
O O N W
O N =

Seleccione a afirmacao verdadeira:

A) A é invertivel para qualquer «
B) AT nao é invertivel qualquer que seja o

C) Existe pelo menos um valor de « para o qual o sistema Ax = 0 tem grau
de indeterminacao igual a 1

D) Existe pelo menos um valor de « para o qual a caracteristica de A é
igual a 1

Solugdo: C)

15) Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Considere as afirmacoes seguintes:

I) Se se supuser que A% = A, pode ser que a forma reduzida de escada de
linhas de A nao seja a matriz identidade

IT) Se A é invertivel, entdao A nao tem zeros na diagonal
IIT) Se A nao é invertivel, entdo A tem duas linhas iguais

IV) Se AT é invertivel, entdao A nao pode ter duas linhas iguais

A lista completa de afirmagcoes correctas é:
A)TelV B)lellelV C) Il elll D) Ielll
Solugdo: A)

8,26



Algebra Linear (LENO, MEMec) 1°Semestre  2019/2020

16) Sejam A uma matriz 3 x 4 e F a matriz seguinte:
1 0 =5
E=101 0
00 1
Seleccione a afirmagao verdadeira:
A) A matriz FA é a matriz que se obtém de A trocando a 1* linha com a
3% linha
B) A matriz FA é a matriz que se obtém de A substituindo a 1* linha pela
soma da 1? linha com a 3% linha multiplicada por —5
C) A matriz FA é a matriz que se obtém de A substituindo a 1* linha pela
soma da 1? linha com a 3* linha multiplicada por 5
D) A matriz FA é a matriz que se obtém de A substituindo a 3* linha pela
soma da 3* linha com a 1? linha multiplicada por —5
17) Seja A a matriz
-1 0 0
A=11 1 al ,
1 a® a
onde o parametro a designa um nuimero real e seja b uma matriz coluna de
tipo 3 x 1.
Considere as afirmagoes seguintes.
I) O sistema Ax = b é sempre impossivel para a = 1
IT) Uma solugdo do sistema Ax =0 é (0,2, —2), para a = —1
IIT) A caracteristica da matriz A é 3 para a < —2
IV) A caracteristica da matriz A é inferior a 3 para um nimero finito de
valores de a
A lista completa das afirmagcoes correctas é:
A)Tell elll B) II e III C)lellelV D) Il e IV
18) Seja A uma matriz de tipo n x n invertivel.

Considere as afirmagoes seguintes.

I) A matriz A ndo tem entradas nulas
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1) O sistema A™'x = 0 é possivel e determinado

III) A forma reduzida de escada de linhas de A é a matriz identidade de
ordem n

IV) car(A) =n

A lista completa das afirmacoes correctas é:
A) II e IIT B)Iell C)ITelll eIV D) Il e IV

19) Seja A uma matriz de ordem 3 tal que A® = I e seja b uma matriz coluna
de tipo 3 x 1.

Complete de modo a obter afirmagoes verdadeiras:

1 definida por:

1 sei =7
(a)@ij: —1 SGZ:]—f—l
0 caso contrario

21) Escreva a matriz A = [a;] , definida por:

Z?]:]w )

R B para todoz, j
A paraj > i

22) Escreva a matriz A = [a;]; ., .. 4 definida por:

Qi — ]{72

23) Para cada uma das alineas abaixo, dé exemplos, sempre que possivel, de
matrizes quadradas A e B nao nulas que verifiquem as condic¢oes indicadas.
Caso nao seja possivel, justifique porque.

a) AB = BA.
b) AB # BA.
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¢) ATBT = (AB)T.

d) (AB)T = BAT ¢ A # AT,
e) (A+ B)? = A% + B2+ 2AB.
f) (A+ B)?+# A2+ B? + 2AB.

24) Para cada uma das alineas abaixo, dé exemplos, sempre que possivel, de
matrizes quadradas A e B que verifiquem as condi¢oes indicadas. Caso nao
seja possivel, justifique porque.

a) AB=BA#0.

b) AB=0e BA#0.

c) AB=0eA#0e B#0.
d) tr(AB) =0 e tr(BTAT) £ 0.

25) Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n tais que AB = B e BA = A.
Mostre que A% = A e que B2 = B. Apresente exemplos de matrizes A e B
que satisfacam as condigOes anteriores.

26) Em cada uma das alineas, construa uma matriz aumentada para um sistema
de equagoes lineares cuja solucao geral seja o conjunto indicado:

a) {(6,2,10)}.
b) {(t,t,5): t € R}.
o) {2y +zy,2): yzeR}
d) {(z,2z,42) : = € R}
27) Em cada uma das alineas, construa, sempre que possivel, um sistema de

equagoes lineares homogéneo cuja solugao geral seja o conjunto indicado:

a) {(1,2,3)}.
b) {(1,t,3): t € R}.
c) {2y +1,y,2): y,z € R}.
) {(z,—z,—2x): z € R}

[oW
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Determinantes

28) Considere a matriz

0 2 1
A=12 -1 -1
2 0 2

a) Calcule det A.
b) Determine a matriz dos cofatores de A, e use-a para determinar A~'.
c) Calcule det((3AT)71A3) e det(24T A)~L.

29) Considere a matriz

a) Calcule det A.
b) Determine a matriz dos cofatores de A, e use-a para determinar A~

c¢) Calcule det(—2(A)~1(—A)?).

30) Considere a matriz

-2 21
A= 0 3 2
2 2 2

a) Calcule det A.
b) Determine a matriz dos cofatores de A, e use-a para determinar A~
c¢) Calcule det((A)~2(—34)?).

31) Considere a matriz

S
I
N O W
SN
=N

a) Calcule det A.
b) Determine a matriz dos cofatores de A, e use-a para determinar A~
c) Calcule det(—2A4AT A73).
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32) Considere a matriz

-1 1 2
A= 3 11
1 31

a) Calcule det A.
b) Determine a matriz dos cofatores de A, e use-a para determinar A~'.
c¢) Calcule det((24)71(43)7).

33) Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Considere as afirmagoes seguintes:

Se A2 = Aentao det A=0oudetA=1

Se det A # 0 entao A nao tem zeros na diagonal

I

IT
I1I
1A%

Se det A = 0 entao A tem duas linhas iguais

~— ~— ~— ~—

Se det AT # 0, entdo A ndo tem duas linhas iguais

A lista completa de afirmacoes correctas é:
A)TelV B)lellelV C) Il elll D) Ielll
Solugao: A)

34) Considere as matrizes

a a® 0 2 0 O
A=13 a* 0 B=|-3 -1 0],
0 5 a 0 0 2

onde a é um numero real. Responda as perguntas seguintes sem calcular a
matriz inversa de A.

a) Determine os valores de a para os quais a matriz A é invertivel.

b) Nos casos em que A ¢ invertivel, calcule a entrada (23) da matriz A"

c) Para a = —1, determine a solucdo geral e o grau de indeterminacao do
sistema
0
(A+B)x= |1
0
Solugao
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a) det A # 0 para a # 0 e a # 3.
b) A entrada (23) da matriz A~ = [b;;] é

bas = (a*(a — 3))""Cy = (a*(a — 3)) " det {a 0} —0

30
c)
1 10
A+B=1]0 0 0
051
Sistema impossivel.
-2 -3 9 1
. . -2 5 13 3 :
35) Considere a matriz A = 0 0 1 o | € matrizes elementares
—4 -1 —4 0

Ey3(—1) e E34(—5). Considere a seguinte lista de afirmagoes em relac¢ao ao
produto B = Fo3(—1) A E34(=5) :

[. A matriz B ¢ invertivel.
II. det(B) = 52.
I11. det(%B)_1 = —%.
IV. B7' = Ey(1) A7 E3(5).

Indique a lista completa das afirmacoes corretas.
A)lell B)lellelV C)IllelV D)IlelV
Solugdo: A)

36) Scja A a matriz

10 1 1

-1 3 -1
-1 0 1 0
2 0 =2 1

Calcule os determinantes seguintes:

a) detA;
b) det(E23<—2)D2(3)P12A)

14/26



Algebra Linear (LENO, MEMec) 1°Semestre  2019/2020

37) Seja A a matriz

1 3 -1 2
0O -1 0 O
1 3 1 =2
1 -1 0 1

Calcule os determinantes seguintes:

a) detA;
b) det(FEs2(—2)D5(2) P34 A).

38)

Seja A uma matriz 4 x 4 tal que |[A| = —2.

Considere as afirmagoes seguintes:

I) |24] = —-32;
) [(—A)°] = -8
1) |AAT| = —4;
V) [(-A)7? =1/4.
A lista completa das afirmagoes correctas é

A)LTelV  B)LIelV O ILIIeIV D)lelV
Solugao: B)

39)

Seja A uma matriz 4 x 4 tal que |A| = —2.

Considere as afirmagoes seguintes:

D |-A"=-2
M) |24] = 32;
1) [A73| = 1/8;
V) |43 = —8.

A lista completa das afirmagoes correctas é
A)TelV B) I, lllelV C)II, I elV D) I, Il e III
Solugdo: A)

40)

Seja A uma matriz 4 x 4 tal que |[A| = —2.

Considere as afirmagoes seguintes:

15/26



Algebra Linear (LENO, MEMec) 1°Semestre  2019/2020

I) As entradas da diagonal da matriz A podem ser todas nulas
) [(24)7Y = -1/32
1) |(24)7Y = -1/4
V) [(-A")? =4

A lista completa das afirmacoes corretas é:
A)Telll eIV B)Tell C)lellelV D) IllelV
Solugdo: C)

41) Seja A a matriz de ordem 3 tal que |A3| = —27.

Complete de modo a obter afirmagoes verdadeiras:

a) | — 24| = ...
b) Se B é a matriz que se obtém de A trocando a linha 2 com a linha 3,
entao
|IBA™ | = ...
c) [(—AT)A?| = ...
d) Se C é a matriz que se obtém de A multiplicando a coluna 2 por —2,
entao
|IC) = oo
42) Seja A uma matriz 3 x 3 cujo determinante é det(A) = —3. Efetuou-se a

seguinte sequéncia de operagoes elementares:
L3+3L2 -~ LiL AL
A0 D A FE.

Indique a resposta correta.

A) det E = —4det A.

B) det(2D)"' = L.

C) det E = —192.

D) detC = —det E.

Solugdo: A)
a b c
43) A matriz A = |d e f| tem determinante igual a det(A) = 3, e A7 =

g hj

[bi;]i.j=123. Complete de modo a obter afirmacoes verdadeiras
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a) det (24834 Y= , j& que

b) Designando por tr(A) o traco de A, tem-se det (tr(A)A) =
visto que

c) A entrada by de A7 é by , visto que

d) Se C é uma matriz tal que AC' = det(A)I, entao det(C) =
uma vez que

44) Considere as matrizes

61 1 30
6 3 11 —4 1
A=16 3 12 20 B=-24
6 3 12 12

A afirmacao verdadeira é:

A) detA=240 e detB=15
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B) detA=192 e detB=12
C) detA=-240 e detB =120
D) detA=192 e detB=-81
Solugao: B)
45) Considere as matrizes
5 3 6 —4
-5 1 1 30
A= 5 3 7 20
5 3 7 12
A afirmacao verdadeira é:
A) det A =128
B) det A= —160
C) det A =160
D) det A= —-128
Solugdo: B)
46) Sejam A e B duas matrizes 3 X 3 tais que
det(24B) =24 e det ((A7'B)") =27
Se det A < 0, entao
detA=____________ Solugao: —1 € detB=____________ Solugao: —3
47) Considere as matrizes

1 -1 30 1 0 0
A=12 21 15 B=10 =2 0
2 21 8 0 0 1

Complete de modo a obter afirmagoes verdadeiras:
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b) det(—1AB)= ____________________

c) A entrada-(32) da matriz A~ éiguala
dy det(A ™' =

48) Prove que uma matriz quadrada de ordem n é invertivel se e sé se o seu
determinante ¢ diferente de zero.
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49)

50)

51)

52)

Valores préprios e vetores proprios

Counsidere a matriz

A:

N O =
S NN O
w = O

Determine quais dos vectores seguintes sao vectores proprios da matriz A e,
em caso afirmativo, indique o valor préprio correspondente.

a) (0,2,2)  b) (0,5,0) ¢ (0,0,0) d) (=1,-1,2) e) (=2,-2,2)

Verifique se A = 3 é um valor proprio da matriz
1 2 =3
0 3 4
-1 1 5

e, em caso afirmativo, determine um vector préprio associado.

Para cada uma das matrizes reais seguintes determine o polinémio carac-
teristico, os valores proprios, indicando as suas multiplicidades algébrica e
geométrica, e bases para os espagos proprios correspondentes.

4 -2 =2
-3 =8 10 4

a)[O 1} b) [_9 _2} c)f0 1 0
1 0 1

00 3 0

o b T 20 2 0

o1 1 9o 0 30

o0 00 0 1

Considere a matriz complexa

4 141 0
1—1 ) 0
243t 5—-T1 1—2

Determine o polinémio caracteristico desta matriz, os valores préprios, indi-
cando as suas multiplicidades algébrica e geométrica, e bases para os espacos
proprios correspondentes.
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53)

54)

55)

56)

57)

58)

59)

Para cada uma das matrizes complexas seguintes determine a equagao ca-
racteristica, os valores préprios, indicando as suas multiplicidades algébrica
e geométrica, e bases para os espacos proprios correspondentes.

2 1—14 0 0 0
(a) { ) ) } (b) 10 -1 —1+42
1+2 5 0 —1—3i 0

Determine os valores préprios e bases para os espacos proprios de A3!, em
que A é a seguinte matriz:

-1 1 -1
A= -2 2 -1
-2 1 0
3 3 3
Sem efectuar quaisquer calculos determine um valor préprio de |3 3 3| e
3 3 3

dois vectores préprios linearmente independentes.

Seja A uma matriz quadrada cuja soma de cada uma das suas linhas é cons-
tante igual a k. Mostre que k é um valor préprio de A. (Sugestao: determine
um vector préprio).

Suponha que v é um vector proprio de uma matriz invertivel M. Mostre que
v também é um vector préprio de M ~! e determine o valor préprio de M !
que lhe esta associado.

Suponha que a matriz M tem um vector préprio v associado a um valor
préprio A. Mostre que v é um vector préprio de M? associado ao valor
préprio A2,

Entre as matrizes dadas, determine quais sao diagonalizaveis. Em caso
afirmativo, encontre uma matriz S diagonalizante e escreva explicitamente

S1AS.

1 00
%) [—01 ‘16] M—f :;] o lo 2 0
00 3
-3 0 0 6 0 0
| o2 -1 ¢ |l0o 1 —1-i
0O 1 2 0 1—2 0
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60) Para cada uma das matrizes A seguintes, determine uma matriz S diagona-

61)

62)

lizante de A, e calcule S~1AS.

1 10
31 6 2v3
(a)A—[l?)} (b)A_{Q\/g 7} (c)A=|110
00 0|
s S
dA=]-1 2 -1 () A=
1 -1 9 00 6 -2
00 -2 3 |

Seja A a matriz quadrada de ordem 3 e que B é uma matriz tal que B =
S71AS, onde S é uma matriz invertivel. Suponha ainda que 0 € o(A4) tem
multiplicidade algébrica 2 e que 1 € o(B) tem multiplicidade geométrica 1.
Complete de modo a obter afirmagoes verdadeiras:

a) O subespago N(A) tem dimensao

b) Um valor préprio de BA é

¢) O numero de valores préprios de A é
Alguma das matrizes A e B é diagonalizavel?

Seja A uma matriz quadrada real de ordem n. Determine se sao verdadeiras
ou falsas as afirmacoes seguintes. Justifique.

i) Se existe uma base de R™ formada por vectores préprios de A entao A
é diagonalizavel.
ii) Se 0 € o(A), entdao o polindmio caracteristico de A pode ter grau n — 1.
iii) A é diagonalizavel se tem n vectores préprios.

iv) A é diagonalizavel se e s se tem n valores préprios contando as suas
multiplicidades.

Se A é diagonalizavel entao tem n valores proprios distintos.

)
vi) Se A tem n valores préprios distintos entao é diagonalizavel.
) Se A é invertivel entdo é diagonalizavel.

)

Sen = 3 e A tem dois valores proprios tal que a dimensao de cada
espaco proprio € 1 entao A é diagonalizavel.

ix) Sen =5 e A tem dois valores préprios para os quais a dimensao de um
espago proprio é 3 e do outro é 2, entao A é diagonalizavel.
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Transformacoes lineares

63) Determine a matriz que representa cada uma das transformagdes lineares
seguintes relativamente as bases candnicas.

a) T(x1,22) = (1 — 329, 21 + Sxg)

b) T(z1,x2) = (x2,21)

c) T(xy,xq,x3) = (x2 + 223 + 21, —x1 + T3, T9)

d) T(zy,xe,23) = (4a3, Tx1, —821)

e) T(xy,xe,x3) = (T2, —x1, 21 + 3T2, 1 — X2)

f) T(x1,xe,x3,24) = (Tx3 + 224 — 71 + T2, T1 + T3, —T2)

64) Considere a base B = {vy,va} de R? onde v; = (=2,1) e vo = (1,3).
Seja T : R?* — R? a transformagao linear tal que T(vy) = (—1,2,0) e

65)

66)

T

(v2) = (0,—3,5). Calcule T'(2,-3).

a) Mostre que uma transformacdao linear 7' : R?* — R? transforma segmentos

de reta em segmentos de reta.

b) Seja T : R?® — R? uma transformacio linear definida por

(x,y,2) = (x —y,y —x,x — 22) ,

e considere o triangulo de vértices (1,1,1),(—1,1.1) e (1,0,0). Determine
a imagem do triangulo através da transformacao 7.

Seja T : R? — R? a transformacao linear definida por

e

T($1,[L’2) = (1'1 + 21‘2, r1 — $2)

seja B = (vy1,va) a base ordenada de R? formada por v; = (—1,1) e

vy = (1,2).

Determine a matriz A = [Tg, ¢, que representa T' relativamente a base
canénica de R2.

Calcule a matriz B = [T|p 5 que representa T relativamente a base B no
espaco de partida e no espago de chegada.

Relacione a matriz A com a matriz B através da matriz mudanga de base.

Calcule a imagem do vector v = (3,—1) através da transformacao T,
usando a matriz A.

23/26



Algebra Linear (LENO, MEMec) 1°Semestre  2019/2020

67)

68)

69)

70)

71)

e) Calcule a imagem do vector v = (3,—1) através da transformagao T,
usando a matriz B.

Seja Py é o espaco dos polindémios de reais de grau menor ou igual a 2 e
seja W o subespaco de Py formado pelos polinémios que se anulam em zero.
Considere uma transformacao linear 7' : W — Py tal que

Tt+t*)=1—t—t*)  T(t—1t*) = (3t +2t?).
Determine o nicleo e a imagem de 7T'.

Seja T : R® — R* a transformacao linear definida por:
T(x1, 79, 73) = (21 — o, 273, =313, 271 — 279)

a) Determine o nicleo e a imagem da transformagao linear.
b) Indique um vector de R* que nao esteja na imagem da transformacao.

c¢) Verifique o teorema das dimensoes.

Considere a transformacao linear 7' : R? — R? definida por:

s ] = [0 3]

a) Determine os espagos préprios da transformagao 7T

b) Determine os subespacos de R? que sao invariantes para 7.

Para as seguintes transformacoes lineares de R? em R3, determine as matrizes
que representam as transformacoes lineares Ty oT; e To 0T em relagao a base
canodnica.

a) Ty é a reflexdo em relagao ao plano xz e T é a rotagao de m/2 no sentido
positivo relativamente ao semi-eixo positivo dos zx.

b) T é a rotacdo de um angulo 7/4 no sentido positivo em relagdo ao semi-
eixo positivo dos zz e T, é a rotacao de um angulo 7 no sentido negativo
relativamente ao semi-eixo positivo dos zzx.

Para cada uma das seguintes transformacoes lineares T' = T5 o T} de R?
em R?, determine, sempre que seja possivel, os valores préprios e os espacos
proprios.

a) Tj é a projecgao ortogonal no eixo dos yy e T é a reflexao relativa ao eixo
dos zzx.
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72)

73)

74)

75)

b) T é a rotagdo em torno da origem de angulo de 7/2 radianos no sentido
dos ponteiros do relégio e T5 é a rotagao em torno da origem de um angulo
de /4 radianos no sentido contrério ao dos ponteiros do relégio.

c) Ty é areflexao relativamente ao eixo dos yy e Ty é a reflexao relativamente
ao eixo dos xx.

Quais das seguintes transformacoes lineares T' sao isomorfismos?

a) A projecgao ortogonal de (z,y) € R? no eixo dos yy.

b) A reflexao de (z,y) € R? relativamente & recta x = —y.

)
)
c) A projeccao ortogonal de (z,y,2) € R? sobre o plano-yz.
d) A reflexdo de (z,y,2) € R? relativamente ao plano-zz.

)

e) A rotagao de (,y,2) € R? no sentido positivo por um angulo de 7 radi-
anos relativamente ao semi-eixo positivo dos zz.

Em relac¢do ao problema 72), considere as questdes seguintes.

a) Qual é a transformacao linear inversa de cada um dos isomorfismos?

b) Determine o ntcleo e a imagem de cada uma das transformagoes.

c) Verifique se se tem T'oT = T? = T em algum caso.
Sejam T} : R? — R2 e T, : R? — R? tais que
Lz,y)=(@+yz—y) Dlzy =Qrtyz—2y).

Mostre que a transformacao linear T; o Ty é invertivel, e determine a matriz
que a representa.

Considere o espaco linear P35 dos polinémios reais de grau menor ou igual a
3 e a transformacao linear 7' : P3 — P3 definida por

p(t) = 2p'(t) — p(t)
onde p’ designa a derivada de p.

a) Determine a matriz que representa a transformacao linear 7' em relagao
a base canodnica P;3 do espaco P3. A transformacao linear T é invertivel?

b) Determine o polinémio p(t) € P3 tal que Tp(t) = (t — 1), t € R.
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76) No espago vectorial Msyo(C) das matrizes complexas 2 x 2, considere as
transformacoes lineares

Tl : M2X2<(C) — MQXQ(C> T2 : M2><2(C) — M2X2<(C)

definidas por

a) Determine as matrizes que representam 77 e Ty, respectivamente, relati-
vamente a base canénica de Msy«2(C) no espago de partida e de chegada.

 canen ([22])en([12])

c¢) Determine os valores préprios e os espagos préprios das transformagoes
lineares T} e T5.

77) Seja T: R™ — R™ uma transformagao linear. Determine se sao verdadeiras
ou falsas as afirmacoes seguintes. Justifique.

i) Se existe uma base de R™ formada por vetores préprios de T', entao T é
sobrejetiva.

ii) Se o nicleo de T' tem dimensao 1, entao a imagem de 7" tem dimensao
n—1.

iii) Se T ¢ sobrejetiva, entao
T(x)=0=x =0.

iv) T é invertivel se tem n valores préprios distintos.
v) Se T é invertivel, entdo tem n valores préprios distintos.

vi) Se n =2 e T tem dois valores préprios positivos tal que a dimensao de
cada espaco préprio é 1 entao T’ é invertivel.

vii) Sen = 5e T tem dois valores préprios negativos para os quais a dimensao
de um espaco proprio é 3 e do outro é 2, entao T ¢é injetiva.

viii) Sen = 5eT tem dois valores préprios negativos para os quais a dimensao
de um espaco proprio é 3 e do outro é 2, entao T é sobrejetiva.

ix) Sen = 7eT tem dois valores préprios negativos para os quais a dimensao
de um espaco proprio é 3 e do outro é 3, entao T é injetiva.
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